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@ EXERCICES DIVERS

‘ (® Déterminer U(K )

\ 1

‘ 2 ‘ ® Soit P € C[X] unitaire de degré n. Que vaut PV ?
)k

‘ 3 ‘ ® @® Montrer quez (k O PO Xk est Punique

primitive de P qui s annule en 0 pour tout P € K[X].

‘ @@ Soient a, b r,neN.

1) Simplifier Z (Z) (r E k)

k=0

2
2) En déduire une simplification de Z (Z) ( kn)‘
k=0

\ 4

\ 5 \ 00 o o
= 1) Soit P € Z[X] unitaire. Montrer, par des considé-
rations arithmétiques, que toute racine rationnelle
de P est un entier.
2) Soient k,d € N*. Montrer que si d n’est pas une
puissance k™€ dentier, alors ¥/d est irrationnel.
3) Pour quels entiers k € Z le polynome X> + kX + 1
a-t-il une racine rationnelle ?

®®® Soit P eC[X].

6 -
‘ ‘ 1) Déterminer, en fonction des coefficients de P, une

2n
|p(e)[de.

0

2) On suppose que P est non nul a coefficients entiers

et que |P(u)| < +/2 pour tout u € U. Montrer que
P est un mondme.

3) Que devient le résultat de la question 2) si on rem-
place I'inégalité stricte par une inégalité large ?

1
expression simple de on

@ DIVISION EUCLIDIENNE

";\‘ Soient a,‘b eC.

1 A quelle condition nécessaire et suffisante sur
a et b le polynéme X* + X3 + aX? + bX + 2 est-il
divisible par X2 +2?

2) ® A quelle condition nécessaire et suffisante
sur a le polyndme X* — X + a est-il divisible par
—aX+1?

‘ ‘ M@ Calculer le reste de la division euclidienne de X"
) par (X —1)* pour tout n > 4.

"*\‘ Calculer pour tout n € N le reste de la division eucli-
~ ) dienne :

POLYNOMES

1) @ deX"(X +1)? par (X —1)(X —2).

2) ®® de X" par (X —1)*(X +1).

3) ®® de X" par (X% + 1)2.

4 © de (X +1)?"! — X2 par X2 + X + 1.

‘10‘ ®® Soit P e R[X].

~~/ 1) On suppose que le reste de la division euclidienne
de P par X —1 vaut 3, que son reste par X —2 vaut
7 et que son reste par X — 3 vaut 13. Déterminer
le reste de P par (X —1)(X —2)(X — 3).

2) On suppose que le reste de la division euclidienne

de P par X2 + 4 vaut X — 9 et que son reste par
X — 3 vaut 7. Déterminer le reste de la division
euclidienne de P par (X2 +4) (X —3).

‘ ‘ ™ @ Soient n, k € N. Si r désigne le reste de la division
euclidienne de k par n, montrer que X" est le reste de
la division euclidienne de X* par X" —1.

@ RACINES ET MULTIPLICITES

(® Pour tout n € N*, quelle est la multiplicité de 1

‘ 12 ‘ dans nX™!' —(n+1)X"+1°?

® Montrer que nX"2 —(n+2)X"' +(n+2)X —n
q

‘ 13 ‘ est divisible par (X — 1) pour tout n € N*.

Soient P € C[X] et n € N*. Montrer que si P(X”)

‘ 14 ‘ est divisible par X — 1, alors il I'est aussi par X" — 1.

as) 1) (® Montrer que X?+X +1 divise X311 +x82 + X5,
2) @ Déterminer tous les entiers n € N pour les-

quels X?" + X" + 1 est divisible par X2 + X + 1.
‘ 16 6 ‘ ™ (® Montrer que pour tous n € N* et 0 € R, le poly-

noéme X" sin 6 — X sin(n@) + sin ((n -1 9) est divisible
par X2 —2X cos 0 + 1.

xk
® @ Montrer que le polynéme Z — est a racines

‘ 1 ‘ simples dans C pour tout n € N. k=0

‘ ‘ G ®@® Soient p = 2 et q = 2 premiers entre eux.
Montrer qu’alors (Xp—l)(Xq—l) divise (X— 1)(XP‘1—1),
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@ NOMBRE MAXIMAL DE RACINES

‘ ‘ (® Soient P € R[X] non constant de degré n et y € R.
Que peut-on dire du nombre de solutions de 'équation
y = P(x) d’inconnue x € R?

‘ ‘ (® @® Pourquoi n’existe-t-il pas de polynéme P € R[X]
J pour lequel :
1) pour tout x €R:
2) pourtoutx =0: P(x)=+x?
3) pourtoutx e R: P(x)=sinx ?
4) pour tout x € [0,27[ : P(x)=sinx ?
5) pourtoutx € R: P(x)=¢e*?

P(x)=|x]?

‘ ‘ ™ @ Déterminer tous les polynémes P € R[X] pour
lesquels pour tout neN:
1) P(n)=n3 2) P(n)=n?+(-1"

‘ ®@® Soit P € R[X] de degré n.

1) Onsuppose que P(k) =
Calculer P(n+ 1).

\22

1 pour tout k € [0,n].

1
2) Onsuppose que P(k) = = pourtoutk € [1,n+17.
Calculer le coefficient dominant de P.

n—1

G @ Soitn e N*.
\23\
( a—e 2 b) pour tous

1) Montrer que a" —

a,beC. k=0
2ik
2) En déduire que A" —B" = l_[ (A—e 1HHB) pour
tous A,B € C[X]. k=0

‘ ‘ (® @ Soit P € R[X ] non constant a coefficients entiers.
On suppose que P(n) € P pour tout n € N.
1) Montrer que pour tout n € N, P(n + P(n)) est di-
visible par P(n).
2) En déduire que P(X +P(X )) = P(X), puis trouver
une contradiction.

‘ ‘ G ®@® Déterminer les polynémes P € R[X] pour
lesquels P(0) =1 et P(X2+1) =P(X)? + 1.

‘ 9 6\ O® @ On s’intéresse a 'ensemble A des fonctions
x> Z A e de R dans R, ndécrivant Net A, ..., A,

k=0
décrivant R.

1) Montrer que A est un sous-anneau de R¥.
2) Montrer que A est intégre.
3) Déterminer U(A).

POLYNOMES

® FEQUATIONS POLYNOMIALES

@™ ® Résoudre les équations polynomiales suivantes
d’inconnue P € R[X] : 1) P'2=4p.
2) P=P'P’. 3) (X*+1)P"=6P.
4) a) P(X+1)=P(X). b) P(X+1)-P(X) =X.
5) (X+4)P(X)=XP(X +1).

\27\

@ POLYNOMES SCINDES ET RELATIONS
COEFFICIENTS-RACINES
\28\ (® Calculer la forme scindée sur C des polynémes sui-

“%) vants : 1) Xx*-—16.
2)  X3—i. 3) X"+1 (neNY).

‘29‘ SIE) Smentn 2et9€R

2ikn
1) Simplifier l_[ (1 —e n ), puis en déduire que :
k=1 np—1

l_[ . km n
sSin — = .
n 2n—1

k=1

2) a) Ecrire les racines du polynéme (X + 1)" —e?"¢

sous la forme 2usinp avecu e Uet p € R.
n—1

km
b) En dédui in| 0+ — ).
) En déduire l_[sm( n)

k=0

":i)“ Soient p,q € C. On pose P = X3 + pX +q et on

" note x, y etz les trois racines complexes de P comptées
avec multiplicité. Simplifier en fonction de p et g les
quantités suivantes :

1) x2+yr+32 2) X34y +25.
Etsi x, y et z sont non nuls :
1 1 1 1 1 1
3) —+=+=. ) —+—=+—.
xX y z x2  y2 2

‘ ‘ ®@® Soient p,q € C. On pose P = X3+ pX +q et on
note x, y etz les trois racines complexes de P comptées
avec multiplicité.

1) Montrer que P’(x) P/(y) P'(z) = 4p® + 27¢% au
moyen des relations coefficients-racines.

2) A quelle condition nécessaire et suffisante sur p et
q le polynéme P possede-t-il une racine multiple ?

(o0 ) x+y+z=1
32) x2+y*+z2=19
1) On note % le systéme 1 1 1 d’in-
—+—+=-=1
x y

connue (x,y,2) € ((C*)B. Soit (x, y,2) € (C*)S. On
pose P =(X —x)(X —y)(X —2).
a) Si (x,y,z) est solution d’%, déterminer P ex-
plicitement.
b) Résoudre ¥%.
2) Résoudre les systémes suivants dans C° :
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x+y+z=0 x+y+2z=0
a) x24+y2+22=6 b){ x2+y?+22=0
xyz=—2. x}+y3+23=3.

@@ @ Soit P € C[X] de degré n = 1. On note s, la
somme des racines de P®) dans C comptées avec multi-
plicité pour tout k € [0, n—1]. Montrer que les nombres
So, - - - »Sp—1 SONt en progression arithmétique, i.e. que les
écarts s; —Sg, . . -, S, —Sp—1 SONt égaux.

\33\

‘ ‘ ® @ On définit une suite de polynémes (T,),en €N
~Jposant: To=1, T;=X etT,,=2XT,1—T,
pour tout n € N. Le polynéme T, est appelé le neme
polynéme de Tchebychev. Dans les questions qui suivent,
les résultats sont exigés pour tout n € N.
1) a) Déterminer le degré de T, et calculer son coef-
ficient dominant.
b) Calculer le coefficient constant de Ty,,.
2) a) Montrer que pour tout 6 € R :

T, (cos 0) = cos(nf).

b) Montrer que T, est le seul polyndme de R[X]
pour lequel la relation a) est vraie.
¢) En dérivant deux fois la relation a), montrer
que (X2—1) T/ +XT,—n?T, =0.
3) Déterminer une expression explicite de T, pour
tout n € N en exploitant la formule de Moivre.
4) Désormais n = 1.
a) Déterminer toutes les racines de T, dans [—1,1].

b) En déduire que T, est scindé sur R.
2n—1

2k +1
¢) Simplifier enfin le produit l_[ cos u
=b 4n
@ POLYNOMES ANNULATEURS
DE MATRICES
0 1 1
‘35 ‘ @@ Montrer que la matrice 1 1 est
1 1 0 [n]
inversible pour n = 2 et calculer son inverse en exhibant
d’abord un polynéme annulateur.
M@ Calculer les puissances des matrices suivantes
\ 36 \ :
en exhibant d’abord pour chacune un polynéme annu-
2 -2 1
lateur : 1 ( 2 =3 2) (degré 2).
-1 2 0

0 1 -1
2) (—3 4 —3) (degré 2).
11 0

1 1 1
3) (1 1 0) (degré 3).
0 0 1

POLYNOMES

® POLYNOMES DE LAGRANGE

‘ ‘ ®® Soientn = 2,x,,...,x, € Kdistinctset L,,..., L,
les polynomes de Lagrange associés. Simplifier les sommes

Sha e
i=1 i=1

OO On note Ly, ..
de O,.
1) Pour tout k € [0, n]], exprimer le coefficient domi-
nant de L, au moyen de factorielles.
2) Exprimer de deux manieres différentes I'unique po-
lynéme P € R[X] de degré inférieur ou égal a n
pour lequel P(k) = k" pour tout k € [0, n].

n
3) Endéduire une simplification de Z (Z) (—1)"kkm.
k=0

‘ 3 8\ ., L, les polynomes de Lagrange

‘ 9‘ ®®@® Montrer que pour tout n € N, il existe des
““Jréels Ay, ..., A, pour lesquels pour tout P € R,[X] :

[ roac=3an(t),

‘ ‘ (™ ® @ Déterminer I'ensemble des polynémes P € C[X]
J pour lesquels P(R) C R (resp. P(Q) C Q).




